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Kaj je prirejanje v grafu?

Najprej potrebujemo graf...

Graf je matematicni objekt, ki sestoji iz mnozice tock (V) in

mnozice povezav (E).
Povezave so dvoelementne podmnoZice mnozice tock.

V ={a,b,c,d}

b E ={{a,b}.{a,d},{b,c},{b,d},{c.d}}
Zapis povezav obicajno poenosta-
vimo:

E ={ab,ad, bc,bd,cd}.

Povezavi, ki imata skupno tocko, sta
d sosednji. Tocki, ki tvorita povezavo
sta sosednji.
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...in nato se lahko pogovarjamo o prirejanju

Prirejanje je vsaka podmnozica povezav M C E, za katero velja, da

ne vsebuje sosednjih povezav.

b

Ml = {ab}, M2 = {bd}

Ms = {ad},Ms = {ad, bc}

Mnozici My in M, predstavljata
maksimalno prirejanje.

Mnozica M, je obenem tudi

popolno prirejanje in najvecje prireja-
nje .



Osnovno o prirejanjih

O ¢em bomo govorili

© Osnovno o prirejanjih



Osnovno o prirejanjih

Hallov porocni izrek

Imamo 6 daril, ki bi jih radi razdelili med 5 prijateljev. Ali lahko
podarimo eno darilo vsakemu prijatelju tako, da bo vsak dobil
nekaj, cesar bo vesel?




Osnovno o prirejanjih

Hallov porocni izrek

Imamo 6 daril, ki bi jih radi razdelili med 5 prijateljev. Ali lahko
podarimo eno darilo vsakemu prijatelju tako, da bo vsak dobil
nekaj, cesar bo vesel?

@ Oznacimo darila s
stevilkami: 1,2,3,4,5,6
in prijatelje s crkami:

A B,C,D E.



Osnovno o prirejanjih

Hallov porocni izrek

Imamo 6 daril, ki bi jih radi razdelili med 5 prijateljev. Ali lahko
podarimo eno darilo vsakemu prijatelju tako, da bo vsak dobil
nekaj, cesar bo vesel?

@ Oznacimo darila s
stevilkami: 1,2,3,4,5,6
in prijatelje s crkami:

A B,C,D E.

@ Recimo, da so preference
sledece:

1,3
2,4,5.6
2,3
1,2,3

2
I

m| O] O | >




Osnovno o prirejanjih

Hallov porocni izrek

Imamo 6 daril, ki bi jih radi razdelili med 5 prijateljev. Ali lahko
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@ Oznacéimo darila s

stevilkami: 1,2,3,4,5,6 1
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B
@ Recimo, da so preference 3
sledece: c
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Naj bo S druzina kon¢nih mnozic, oznagimo jih z A1, Az, ..., A,
Zaporedju a1, ay,...,a, pravimo sistem razlicnih predstavnikov
(SRP) A1,Az,...,Ap, Ce je a; € A; in so a; paroma razlicni elementi
(ie{1,2,...,n}).

Recimo, da imamo druzino S = {{1,2,3},{2,3,4},{1,3}}.
Potem obstaja SRP, npr.: 1,4 3.

Izrek (Hall, 1953)

Naj bodo A1, As,..., A, neprazne podmnozice konéne mnozice S.
Zaporedje SRP obstaja natanko tedaj, ko vsaka unija katerihkoli m
mnozic vsebuje vsaj m elementov (1 < m < n).
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Izrek lahko zapisemo tudi nekoliko drugace, v jeziku grafov.

Graf je dvodelen, ¢e lahko tocke razdelimo v dve podmnozici Vi, Vs
in imajo vse povezave eno krajis¢e v mnozici V4 in drugo v mnozici
Va.

lzrek (Hall, 1953)

Naj bo G dvodelen graf. Potem obstaja prirejanje, ki pokrije vse
tocke v mnozici V4 €e in samo ¢e je za vsako podmnozico X C V;
Stevilo tock v V5, ki imajo za soseda neko tocko iz X vsaj toliksno,
kolikor je elementov v mnozici X.
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V vsakem grafu lahko enostavno pois¢emo maksimalno prirejanje, z
uporabo pozresnega algoritma. Vendar, maksimalno prirejanje ni
nujno najveje prirejanje!

Izrek (Berge, 1957)

Prirejanje M v grafu G je najvecje, e in samo ¢e v G ne obstaja
M-povecujoca pot (t.j. pot, ki se zacne in konca v tocki, ki ni
krajis¢e nobene povezave iz M in v kateri alternirajo povezave, ki
niso vsebovane v M in povezave, ki so vsebovane v M).
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Problem stabilnih sostanovalcev
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Stabilna prirejanja

Imamo n deklet in n fantov in vsak izmed njih je razvrstil
predstavnike nasprotnega spola glede na lastne preference. Ali jih
lahko poparckamo tako, da ne bo obstajal par, ki bi bil raje skupaj,
kot s svojima trenutnima partnerjema.

Ko taksnega para ni pravimo, da je mnozica porok stabilna.
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Stabilna prirejanja

Oznaéimo z dq, d>,d3,ds dekleta in z f1, >, 3, f4 fante ter recimo,
da je razvrstitev sledeca:

& |1]3][2]4 Al2]1[34
R AFRFE
& 4231 AFl1|3[2]4
di 3214 121314

Stabilno prirejanje za dan primer je:
{{d1, i}, {da2, fa},{d3,53},{ds, 2} }

Izrek (Gale in Shapley, 1962)

V dvodelnih grafih, z deloma enake velikosti, lahko vedno najdemo
stabilno prirejanje.
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Imamo 2n oseb in vsaka izmed njih je razvrstila vse ostale osebe
glede na lastne preference. Ali jih lahko poparckamo tako, da ne bo
obstajal par, ki bi raje ziveli skupaj, kot s svojima trenutnima
sostanovalcema.
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Stabilna prirejanja

Predpostavimo, da imamo 6 oseb in da so njihove preference
sledece:

[ INCNIRG IR SN OV
=N o
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WIN W oD

OB WIN -

Stabilno prirejanje je v tem primeru: {16,24,35}
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razvil Irving leta 1985.
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Stabilna prirejanja

Algoritem, ki nam pove, ali stabilno prirejanje obstaja ali ne je
razvil Irving leta 1985.
Primer preferenc, ko stabilno prirejanje ne obstaja:

112|3|4
21314
3111124
411123
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Imamo n specializantov in m bolnisnic. Vsak specializant ima svoj
preferencni seznam bolnisnic (ne nujno vseh m), vsaka bolnisnica
ima svoj preferencni seznam za kader. Ali lahko specializante
razvrstimo po bolnisnicah tako, da bodo vsi kar se da zadovoljni?
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Stabilna prirejanja

Imamo n specializantov in m bolnisnic. Vsak specializant ima svoj
preferencni seznam bolnisnic (ne nujno vseh m), vsaka bolnisnica
ima svoj preferencni seznam za kader. Ali lahko specializante
razvrstimo po bolnisnicah tako, da bodo vsi kar se da zadovoljni?

Glede na prejsnja dva problema je ta drugacen, ker lahko bolnisnica
sprejme vec kot enega specializanta... torej ne govorimo vec o
prirejanjih.
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Utezena prirejanja

Preference — Cena (= utez)

Iscemo lahko najlazje ali najtezje prirejanje (odvisno od problema).
Utezena prirejanja so uporabna pri problemih razporejanja (delavcev
na delovna mesta, taksijev med stranke,...)

Predpostavlja se, da so utezi nenegativna Stevila.
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Gradbeno podjetje ima stiri velike buldozerje parkirane v stirih
garazah. Buldozerje potrebujejo na stirih gradbis¢ih A, B, C, D,
razdalja med garazami in gradbiséi je podana v naslednji tabeli:

| A[B][C]D]
90 | 75 | 75 80
35 | 85 | 55| 65
125 | 95 | 90 | 105
45 | 110 | 95 | 115

MWIN|-

Kateri budlozer naj gre na katero gradbisce, ¢e zelimo prepotovati
¢im manjSo skupno razdaljo?
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Utezena prirejanja

Gradbeno podjetje ima stiri velike buldozerje parkirane v stirih
garazah. Buldozerje potrebujejo na stirih gradbis¢ih A, B, C, D,
razdalja med garazami in gradbiséi je podana v naslednji tabeli:

| A[B][C]D]
90 | 75 | 75 80
35 | 85 | 55| 65
125 | 95 | 90 | 105
45 | 110 | 95 | 115

MWIN|-

Kateri budlozer naj gre na katero gradbisce, ¢e zelimo prepotovati
¢im manjSo skupno razdaljo?

Prvi bager gre na gradbisée D, drugi na gradis¢e C, tretji na
gradbis¢e B in Cetrti na gradbis¢e A. Skupno naredijo 275 km.
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predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.



Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima

vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.
3 1




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima
vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.

3 1 G ={1,2,3},




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima
vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.

3 1 G =1{1,2,3}, G;={2,3,4}




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima
vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.
3 1 G =1{1,2,3}, G;={2,3,4}

G ={1,2,3,4},




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima
vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.
3 1 G =1{1,2,3}, G;={2,3,4}

G= {17273a4}v Cya= {273}




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima
vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.
5 . G ={1,2,3}, G =1{2,3,4}
G = {17273a4}v Cy= {273}
Ce damo v mnozico C vse tocke
grafa, bomo zagotovo s tem pokrili
vse povezave...




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja
Utezena prirejanja

|deja za algoritmom

Algoritem je delo Kuhna (1955), ki je nastal na podlagi
predhodnega dela madzarskih matematikov Kdniga in Egervarya.
Pokritje je vsaka podmnozica tock C C V/, za katero velja, da ima
vsaka povezava grafa G vsaj eno krajisée v C.

3 1 G =1{1,2,3}, G;={2,3,4}

G= {17273a4}v Cya= {273}

Ce damo v mnozico C vse tocke
grafa, bomo zagotovo s tem pokrili
vse povezave... torej ne isCemo ka-
krsnega koli pokritja, zelimo pokritje
najmanjse velikosti.
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Algoritem cvetenja

Utezena prirejanja

Velja: Za vsako povezavo v prirejanju potrebujemo vsaj eno tocko v
pokritju.

velikost poljubnega pokritja > velikost poljubnega prirejanja

Natancneje:
velikost najmanjsega pokritja > velikost najvecjega prirejanja

V dvodelnih grafih pa velja enakost! Kar sta leta 1931 neodvisno
dokazala Konig in Egervary.
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Utezena prirejanja

Kdnigov izrek nam postreze z dualnostjo med prirejanji in pokritji:

Prirejanje H Pokritje
Max Min
Povezave Tocke

Utezi na povezavah || Utezi na tockah?
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Algoritem cvetenja

Utezena prirejanja

Kdnigov izrek nam postreze z dualnostjo med prirejanji in pokritji:

Prirejanje H Pokritje
Max Min
Povezave Tocke

Utezi na povezavah || Utezi na tockah?

Lahko! Za vsako tocko v € V dolo€imo utezi w(v) tako, da za
vsako povezavo e = {a, b} velja

w(a)+ w(b) > w(e)
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Utezena prirejanja

Poglejmo si to Se na primeru:
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Utezena prirejanja

Poglejmo si to Se na primeru:
Vsota utezi krajis¢ vsake povezave je

4 2 vsaj toliksna kot je utez na povezavi.
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Utezena prirejanja

Poglejmo si to Se na primeru:

Vsota utezi krajis¢ vsake povezave je
vsaj toliksna kot je utez na povezavi.
Vsota vseh utezi na tockah je
24+44+542=13,




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja

Utezena prirejanja

Poglejmo si to Se na primeru:

Vsota utezi krajis¢ vsake povezave je
vsaj toliksna kot je utez na povezavi.
Vsota vseh utezi na tockah je
2+4+4+5+2=13, a jo lahko zmanj-
Samo, Ce zgornji desni tocki zmanj-
Samo utez za 1.




Madzarska metoda
Algoritem cvetenja

Utezena prirejanja

Poglejmo si to Se na primeru:

Vsota utezi krajis¢ vsake povezave je
vsaj toliksna kot je utez na povezavi.
Vsota vseh utezi na tockah je
2+4+4+5+2=13, a jo lahko zmanj-
Samo, Ce zgornji desni tocki zmanj-
Samo utez za 1.

Po tem popravku je vsota utezi na
tockah enaka vsoti utezi najvecjega
prirejanja.
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Utezena prirejanja

in ga Se malenkost spremenimo:
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Utezena prirejanja

in ga Se malenkost spremenimo:
Ce so vse utezi na povezavah enake
1, je najtezje prirejanje enako najve-
¢jemu prirejanju.
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Utezena prirejanja

in ga Se malenkost spremenimo:
Ce so vse utezi na povezavah enake

1, je najtezje prirejanje enako najve-
¢jemu prirejanju.

Utezi na tockah so sedaj lahko enake
0 ali 1.
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Utezena prirejanja

in ga Se malenkost spremenimo:
Ce so vse utezi na povezavah enake
1, je najtezje prirejanje enako najve-
¢jemu prirejanju.

! 0 Utezi na tockah so sedaj lahko enake
0 ali 1.
) . . Sedaj imamo v pokritju samo tocke

s tezo 1 in obenem vemo, da v pri-
rejanju ne bo povezav, ki imajo obe
0 1 krajisCi v pokritju.
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Utezena prirejanja

in ga Se malenkost spremenimo:
Ce so vse utezi na povezavah enake
1, je najtezje prirejanje enako najve-
¢jemu prirejanju.

! 0 Utezi na tockah so sedaj lahko enake
0 ali 1.
) . . Sedaj imamo v pokritju samo tocke

s tezo 1 in obenem vemo, da v pri-

rejanju ne bo povezav, ki imajo obe
0 1 krajisCi v pokritju.

Ostanejo torej ravno tiste povezave,

pri katerih je teza enaka vsoti teze kra-

Jisc.
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Utezena prirejanja

Algoritem cvetenja je delo Edmondsa (1961) in resuje problem
najtezjega prirejanja v poljubnih grafih.



Madzarska metoda

Algoritem cvetenja

Utezena prirejanja

Algoritem cvetenja je delo Edmondsa (1961) in resuje problem
najtezjega prirejanja v poljubnih grafih.

Ideja sloni na povecujocih poteh in se obenem uspesno spoprime z
morebitnimi cikli v grafu, ki so do tedaj predstavljali tezavo:

Cvet = Cikel lihe dolzine

Steblo = Pot, ki se zane z nepokrito tocko in vodi do cveta
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Utezena prirejanja

Kako najdemo povecujoce poti?
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Utezena prirejanja

Hvala za pozornost
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